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BAB II

LANDASAN TEORI

2.1
Tinjauan Umum



Metode numerik adalah ilmu yang mempelajari cara menyelesaikan suatu persoalan matematika secara pendekatan, apabila persoalan tersebut tidak dapat diselesaikan secara tepat. Dalam metode numerik ini dilakukan operasi hitungan (aritmetic) dalam jumlah yang sangat banyak dan berulang-ulang. Oleh karena itu di perlukan bantuan komputer untuk melaksanakan operasi hitungan tersebut. Tanpa bantuan komputer metode numerik tidak banyak memberikan manfaat.



Penyelesaian secara numeris dari suatu persamaan matematika hanya memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilai eksak (yang benar) dari penyelesaian tepat (eksak). Berarti dalam penyelesaian numeris tersebut terdapat kesalahan terhadap nilai eksak.

Kesalahan-kesalahan dalam metode numerik antara lain:

Definisi kesalahan : misalkan X adalah nilai eksak suatu besaran dan X*  adalah nilai pendekatannya. Kesalahan pada nilai X  (kesalahan yang terjadi terhadap nilai eksak X karena menggunakan penyelesaian pendekatan) adalah ex dimana :


ex = nilai eksak – nilai numeris




              ( 2.1 )


ex = X - X*

2.1.1
Kesalahan mutlak


Kesalahan mutlak adalah kesalahan terhadap nilai eksak yang dapat dirumuskan sebagai berikut : 





| ex |
=  | X - X* |



              ( 2.2 )

2.1.2
Kesalahan relatif
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Kesalahan relatif adalah kesalahan yang telah dihitung apakah nilainya besar atau kecil, maka digunakan rumus kesalahan iteratif terhadap nilai eksak (δx) dimana :




                                                                                              ( 2.3 )
                    

2.1.3
Kesalahan iteratif


Misalkan X*(1), X*(2) , …, X*(k) , X*(k+1) adalah nilai-nilai pendekatan dari penyelesaian persoalan  f(x) = 0. Kesalahan yang terjadi terhadap nilai X* pada iterasi ke- (k+1) (X*(k+1)) adalah ex*(k+1) yang dapat dirumuskan sebagai berikut. 




ex*(k+1) = | X (k+1) - X (k)|                                                            ( 2.4 )
                                                                      

2.2
Metode Penyelesaian Sistem Persamaan Linier



Beberapa metode dalam penyelesaian sistem persamaan linier antara lain terdiri dari metode tepat (penyelesaian eksak), metode numeris (penyelesaian pendekatan) dan metode relaksasi berturut-turut.

A.
Metode-metode Tepat



Metode-metode tepat (metode-metode eksak) adalah metode-metode yang memberikan penyelesaian tepat (penyelesaian yang sebenarnya) dan dinotasikan dengan X . Metode-metode tepat yaitu :

i.
Metode Eliminasi Gauss


Metode ini adalah salah satu cara yang paling awal (lama) dan banyak digunakan dalam penyelesaian sistem persamaan linier. Prosedur penyelesaian dari metode ini adalah mengurangi sistem persamaan kedalam bentuk segitiga sedemikian sehingga salah satu dari persamaan-persamaan tersebut hanya mengandung satu bilangan tak diketahui, dan setiap persamaan berikutnya hanya terdiri dari satu tambahan bilangan tak diketahui baru. Dalam hitungan dengan tangan, bentuk segitiga diselesaikan dengan penambahan dan pengurangan dari beberapa persamaan, setelah persamaan tersebut dikalikan dengan suatu faktor (konstanta). Untuk memudahkan penjelasan pertama kali dipandang suatu sistem dari 3 persamaan dengan 3 bilangan tak diketahui. 

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2                                                                                                ( 2.5 )

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

Setelah melalui prosedur hitungan pengeliminasian, sistem persamaan linier  diatas menjadi : 

a11x1 + a12x2 + a13x3    = b1

     a’22x2  + a’23x3   = b’                                                                                           ( 2.6 )




    + a”33x3  = b”3
[image: image2.wmf]33

3

3

"

"

a

b

x

=


Sistem persamaan diatas mempunyai koefisien matriks yang berbentuk segitiga atas (aij = 0 untuk i > j). Dari sistem persamaan tersebut akan dapat dihitung nilai x1, x2 dan x3.
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                                                                                                                   ( 2.7 )

ii.
Metode Gauss - Jordan


Variasi metode eliminasi Gauss adalah metode Gauss – Jordan. Dimana dalam metode ini terdapat banyak operasi perkalian, pembagian dan pengurangan, yang akan membatasi ketelitian metode ini. Algoritma Gauss – Jordan lebih rumit daripada eliminasi Gauss, tapi lebih bermanfaat karena invers matriks koefisien diperoleh secara langsung bersama vektor penyelesaian. Didalam metode Gauss – Jordan unsur diagonal utama diubah bernilai satuan, akan tetapi unsur diatas diagonal utama dan dibawah diagonal utama diubah menjadi nol. 


Penjelasan metode ini dilakukan dengan menggunakan contoh suatu sistem dari 3 persamaan dengan 3 bilangan tak diketahui. 
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  ( 2.8 )

dimana :

xi = di , i = 1( I)n

Jadi matriks koefisien diubah menjadi matriks satuan (Bambang, 1996).

iii.
Metode Matriks Tridiagonal (Metode Sapuan Ganda Cholesky)


Dalam penyelesaian sistem persamaan linier yang berbentuk matriks tridiagonal, metode penyelesaian langsung sering disebut metode sapuan ganda atau metode cholesky. (Bambang, 1996).


Sistem persamaan linier ini secara matematis mempunyai bentuk umum sebagai berikut :

a1x1 + c1x2                       =  d1
a2x1 + b2x2 + c2x3            =  d2
.

.





                                      ( 2.9 )

aixi – 1 + bixi + cixi + 1    =  di
.

.

               anxn – 1 + bnxn  =  dn
Persamaan linier tersebut dapat ditulis dalam bentuk rumus sebagai berikut 



xi = Pixi + 1 + Qi     ;       dimana i = 1, 2,… 

                  ( 2.10 )

dengan :


[image: image14.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

-

)

(

)

(

)

(

2

2

2

...

3

2

2

23

1

2

2

21

2

22

2

k

x

a

a

k

x

a

a

k

x

a

a

x

a

b

n

n





[image: image15.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

-

-

-

-

)

1

(

)

1

(

)

1

(

33

3

...

2

33

32

1

33

31

3

33

3

k

x

a

a

k

x

a

a

k

x

a

a

x

a

b

n

n











( 2.11 )

iv.
Metode Matriks Inverse 


Apabila matriks A adalah matriks bujur sangkar, maka terdapat matriks lain yaitu A-1, yang disebut matriks inverse dari A, sedemikian sehingga :

AA-1  =  A-1A  = I 


                                                            ( 2.12 ) 

x = A-1b                                                                                                           ( 2.13 ) 

Dengan syarat det (A) ≠ 0 dan I adalah matriks identitas (matriks satuan).

B.
Metode-metode Numeris



Metode-metode numeris adalah metode-metode yang memberikan penyelesaian pendekatan (penyelesaian yang bukan yang sebenarnya) dan dinotasikan dengan X* . Metode-metode numeris yaitu :

i.
Metode Jacobi


Metode Jacobi adalah suatu metode yang digunakan untuk memecahkan sistem persamaan linier secara tak langsung atau iteratif (penyelesaian bertahap).


Misalkan :

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2




.  
           





                        ( 2.14 )

.

.

an1x1 + an2x2 + … + annxn = bn
adalah sistem persamaan linier, maka nilai x1, x2, …, xn dapat dihitung dengan 

menggunakan rumus Jacobi yaitu : 
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( 2.15 )
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Pada iterasi ke-k+1 , rumus metode Jacobi dapat dihitung sebagai berikut.
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x1(k+1)  = 

(b1 – a12x2(k) - … - a1nxn(k))
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x2(k+1)  = 

(b2 – a21x1(k) - … - a2nxn(k))                                                       ( 2.16 )

     .


.

     .

[image: image21.wmf]33

3

3

"

"

a

b

x

=


xn(k+1)  = 

(bn – annxn(k) - … - annxn(k))

ii.
Metode Gauss - Seidel


Modifikasi kecil dari metode Jacobi yang sering digunakan untuk mereduksi banyaknya iterasi yang diperlukan untuk mendapatkan derajat ketelitian yang diberikan, teknik ini dinamakan iterasi Gauss – Seidel atau metode pergeseran berurutan (Anton, 1995).


Misalkan :

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2




.  
           





                        ( 2.17 )

.

.

an1x1 + an2x2 + … + annxn = bn
adalah sistem persamaan linier, maka nilai x1, x2, …, xn dapat dihitung dengan menggunakan rumus Gauss – Seidel yaitu : 
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x1(k+1)  = 

(b1 – a12x2(k) - … - a1nxn(k))
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x2(k+1)  = 

(b2 – a21x1(k) - … - a2nxn(k))                                                      ( 2.18 )

     .


.

     .

[image: image24.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

-

-

-

-

)

1

(

)

1

(

)

1

(

...

k

x

a

a

k

x

a

a

k

x

a

a

x

a

b

n

nn

nn

nn

n

nn

n

nn

n

nn

n

nn


xn(k+1)  = 

   (bn – an1x1(k) - … - ann-1xn-1(k))

2.3
Teori Metode Relaksasi Berturut-turut


Metode relaksasi berturut-turut adalah generalisasi atau bentuk umum dari metode Gauss-Seidel. Metode ini biasanya dipakai bila koefisien matriks dari sistem persamaan linier adalah simetris dan mempunyai nilai koefisien persamaan untuk matriks A. Matriks simetris adalah suatu matriks bujur sangkar yang elemen pada baris ke-i kolom ke-j sama dengan elemen pada baris ke-j kolom ke-i. Matriks bujur sangkar adalah matriks yang mempunyai banyaknya baris sama dengan banyaknya kolom. w = parameter relaksasi dimana parameter adalah suatu indikator atau penunjuk relaksasi berupa nilai non-negatif untuk 0 < w < 2 .

Terdapat dua macam parameter relaksasi yaitu : parameter relaksasi berturut-turut atas jika w > 2 dan parameter relaksasi berturut-turut bawah jika w < 2.


Metode ini jika diterapkan terhadap sistem persamaan linier dari n persamaan linier dengan n bilangan tak diketahui akan menjadi sebagai berikut :

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2






         .
           




                        ( 2.19 )

  .

  .

an1x1 + an2x2 + … + annxn = bn


Persamaan pertama dari sistem, b1 dibagi koefisien pertama dari persamaan pertama, a11x1 lalu koefisien kedua dari persamaan pertama, a12 dibagi koefisien pertama dari persamaan pertama, a11 dan seterusnya, selanjutnya persamaan kedua dari sistem, b2 dibagi koefisien kedua dari persamaan kedua, a22x2 lalu koefisien pertama dari persamaan kedua, a21 dibagi koefisien kedua dari persamaan kedua, a22 dan seterusnya. Dari pembagian-pembagian ini akan menghasilkan : 
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x1(k+1)  = (1-w)x1(k)  + w
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x2(k+1)  = (1-w)x2(k)  + w
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x3(k+1)  = (1-w)x3(k) + w 
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.
xn(k+1)  = (1-w)xn(k+1) + w
dengan :


k = 0, 1, 2,…

Berhenti sesuai dengan syarat, yaitu jika norm mendekati nol (0).
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Rumus mencari norm adalah sebagai berikut :



|| f ||  =                                                                     

( 2.21 )


konvergen jika
 || f ||   →   0
(mendekati nol)


divergen jika  || f ||    ≠    0
(menjauhi nol)
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