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BAB II

LANDASAN TEORI

2.1   Metode Newton-Cotes

Strategi umum yang  digunakan dalam pengembangan suatu integrasi numeris adalah dengan cara yang sama untuk diferensiasi numeris. Caranya melalui sebuah definisi fungsi polinomial, dan kemudian mengintegrasikan pendekatan polinomial ini pada fungsi. Cara ini mengijinkan untuk mengintegrasikan sebuah fungsi yang telah diketahui hanya sebagai sebuah nilai tabel.    
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Metode tersebut diperoleh dari persamaan (2.1), tidak akan tepat karena polinomial tidak identik dengan f(x). Diperoleh sebuah pernyataan kesalahan  dengan integrasi dari kesalahan pada Pn(Xs) :

Kesalahan  = 
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Ada beberapa variasi yang dapat dikerjakan pada persamaan (2.1). Interval dari integrasi (a, b) dapat dibuat untuk membuat susunan yang sesuai dari polinomial (x0, x1). Dalam kasus ini, didapatkan metode Newton-Cotes, dimana terdapat satu unit aturan yang saling berhubungan dari berbagai derajat interpolasi polinomial. Tiga pertama, dengan derajat polinomial 1, 2 atau 3 adalah urutan yang sangat penting, dan akan dibahas pada bagian berikutnya.

Apabila derajat polinomial terlalu tinggi, kesalahan pada deret yang tidak semestinya  dapat menyebabkan suatu masalah. Ini menjelaskan mengapa hanya derajat pada metode Newton-Cotes yang lebih rendah yang sering digunakan.

Susunan polinomial dan interval serta jarak dari integrasi tidak harus sama. Jika interval integrasi luasnya diluar susunan yang semestinya, bagaimana diekstrapolasi, akan menjadikan kesalahan yang lebih besar. Bila hanya diinginkan untuk mendapatkan integral suatu fungsi yang telah diketahui, hendaknya dihindari ekstrapolasi. Seperti akan dibahas pada bab selanjutnya, bagaimana, mengintegrasi di luar daerah polinomialnya, terdapat beberapa metode untuk memecahkan  persamaan diferensial. Penggunaan sebuah interval integrasi pada sebuah susunan nilai polinomial yang cocok dengan fungsi aplikasi khusus dalam pemecahan persamaan numeris diferensial.

Keperluan integrasi numeris secara luas melebihi kebutuhan hanya untuk mengintegrasi sebuah fungsi yang diketahui seperti nilai sebuah tabel. Kebanyakan program komputer untuk fungsi integrasi  mempunyai kegunaan bentuk teknik numeris yang lebih daripada metode analitis pada kalkulus. Meskipun program mengambil dan matematika mengerjakan dengan menggunakan metode analitis, pada kasus angka yang lebih besar tidak tertutup untuk keberadaan integrasi. Mengenai kompleksitas atau eksistensi aplikasi integrasi numeris berhubungan dengan integral. 

Apabila dikembangkan tiga metode Newton-Cotes, selama integrasi, diperlukan perubahan variabel dari x ke s, sejak polinomial yang diekspresikan dalam bentuk s. perhatikan bahwa dx = h ds.

Untuk n = 1,


[image: image3.wmf]ds

f

s

f

h

dx

f

s

f

dx

x

f

s

s

x

x

x

x

)

(

)

(

)

(

0

1

0

0

0

0

1

0

1

0

D

+

=

D

+

=

ò

ò

ò

=

=



[image: image4.wmf]]

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

+

=

ú

û

ù

D

+

=

0

0

1

0

2

0

1

0

0

2

1

f

f

h

s

s

f

h

s

hf



[image: image5.wmf][

]

)

(

2

)

(

2

2

1

0

0

1

0

f

f

h

f

f

f

h

+

=

-

+

=

                                      (2.2)

Kesalahan = 
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rincian mengenai bentuk kesalahan hasil  ini akan diuraikan pada bagian berikutnya.

Untuk n = 2,
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dengan bentuk kesalahan

Kesalahan = 
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Dengan cara yang sama, untuk n = 3, akan diperoleh
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[image: image16.wmf]3

1

0

5

),

(

80

3

x

x

f

h

iv

<

<

-

x

x

                         (2.7)
sebagai catatan, rumus dasar Newton-Cotes adalah
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Suatu hal penting untuk mengamati dua bentuk kesalahan yaitu untuk  n=2 dan n=3 adalah O(h5). Ini berarti bahwa kesalahan dari integrasi dengan menggunakan suatu persamaan kuadrat adalah sama halnya dengan integral menggunakan susunan ukuran kubik; ini adalah konsekuensi untuk mencari integral dari bentuk persamaan berikutnya untuk mendapatkan persamaan dengan tanpa kesalahan seperti pada bentuk persamaan (2.5). 

Kejadian ini adalah benar pada semua orde genap metode Newton-Cotes; masing-masing bentuk kesalahan orde dari h mempunyai bentuk yang sama pada metode pada orde berikutnya yang lebih tinggi. Fakta ini memberi kesan bahwa khususnya orde genap lebih bermanfaat.

2.2  Metode Simpson 

Metode Simpson didasarkan pada penggunaan pendekatan polinomial persamaan kuadrat pada fungsi f(x) yang melewati sepasang subinterval, yang diilustrasikan dengan Gambar 2.2. Bila persamaan kuadrat polinomial diintegrasikan melewati titik-titik (x0,f0); (x1,f1); (x2,f2), dimana f1 = f(x1) dan seterusnya, maka akan dihasilkan persamaan:
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           (2.8)
Metode gabungan Newton-Cotes didasarkan pada interpolasi polinomial persamaan dan susunan ukuran kubik yang dikenal sebagai metode Simpson. Pada awalnya, berdasar pada suatu persamaan kuadrat, yang dikenal dengan metode Simpson . Nama ini berasal dari koefisien dari metode.
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Gambar 2.2  Pendekatan persamaan kuadrat metode Simpson 

Integral derajat kedua metode Newton-Cotes sebuah persamaan kuadrat melewati dua interval dengan lebar sama, disebut panel interval. Bila dibentuk metode gabungan dari persamaan (2.4), sebagai berikut :
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Metode Simpson ini untuk sepasang interval, mengaplikasikan semua pasangan interval pada daerah antara a dan b dan menambahkan hasil yang dibuat pada ekspresi berikutnya, dikenal sebagai metode Simpson gabungan.
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     (2.10)
Di sini n mengindikasikan jumlah pasangan interval dan  h=(b-a)/(2n). metode gabungan bisa juga disajikan sebagai sebuah anak panah seperti berikut:


[image: image23.wmf]T

cf

h

dx

x

f

ò

=

3

)

(





         (2.11)
dimana c = [1 4 2 4 2…2 4 1] dan f = [f1 f2 f3…f3n].

Kesalahan yang ditimbulkan dari pendekatan tersebut, disebut kesalahan potongan kerucut, yang didekati dengan
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dimana t berada diantara  a dan b. sebuah kesalahan yang diluar batas diselesaikan dengan
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         (2.12)
dimana M adalah sebuah nilai diluar batas utuk |f(4)(t)|, sehingga proporsional untuk h2 daripada h4.

Rumus ini sangat populer yang mempunyai local error dari O(h5) :

Kesalahan = 
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Rumus ini untuk mendapatkan sebuah metode gabungan yang diaplikasikan pada sebuah cabang dari interval pada integrasi menjadi n panel (n harus genap) :
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         (2.13)
dengan sebuah bentuk kesalahan
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Orde dari global error berubah menjadi O(h4). Angka sebutan sama pada kesalahan berubah menjadi 180 karena integrasi melewati sepasang panel yang artinya bahwa diaplikasikan n/2 kali. Terbukti bahwa kesalahan pada O(h4) adalah sangat penting.

 2.3  Integrasi Romberg 

Suatu permasalah utama yang ditimbulkan dengan metode Simpson non-adaptive atau Newton-Cotes adalah pada angka interval yang dibutuhkan untuk menghasilkan keakuratan nilai awal yang tidak diketahui. Jelasnya suatu pendekatan untuk masalah ini adalah dua kali berturut-turut angka interval yang digunakan dan dibandingkan hasil pada sebuah aplikasi metode khusus. Metode Romberg menetapkan suatu pendekatan yang terorganisasi untuk masalah tersebut dan memanfaatkan hasilnya untuk diaplikasikan pada metode Simpson dengan   ukuran   interval    yang    berbeda    untuk   menurunkan   kesalahan potongan kerucut.

Integrasi Romberg dapat juga diformulasikan sebagi berikut. Anggap I  sebagai nilai eksak dari integral dan Ti  nilai pendekatan yang dihasilkan menggunakan metode Simpson dengan i interval. Konsekuensinya dapat dituliskan suatu pendekatan untuk integral I yang termasuk kontribusi dari kesalahan potongan kerucut seperti berikut, dengan catatan bahwa bentuk kesalahan diekspresikan pada pangkat dari h4:
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jika digandakan nilai interval setengah h, menghasilkan
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        (2.15)
Bentuk pada h4 dengan mengurangi persamaan (2.14) dari 16 kali persamaan (2.15), akan  menghasilkan
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         (2.16)
Perhatikan bahwa bentuk dominan atau signifikan pada kesalahan potongan kerucut sekarang adalah orde h8.

Pada umumnya ini akan memberikan suatu peningkatan pendekatan yang signifikan pada I. Akhir dari pembahasan ini adalah menguntungkan dengan menggunakan suatu notasi tulisan di bawah garis. Jika dihasilkan suatu nilai awal daripada pendekatan dengan setengahnya berturut-turut dari interval, diwakilinya oleh Tr,k dimana k = 0, 1, 2, 3, 4, …. Hasil-hasil ini dapat dikombinasikan pada cara yang umum seperti pada persamaan  (2.16) dengan menggunakan metode yang umum.
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        (2.17)
untuk k = 0, 1, 2, 3, … dan r = 1, 2, 3, …

Di sini r mewakili pendekatan kumpulan sekarang yang dibangkitkan. Perhitungannya seperti tabel berikut:

	T0,0
	T0,1
	T0,2
	T0,3
	T0,4

	T1,0
	T1,1
	T1,2
	T1,3
	

	T2,0
	T2,1
	T2,2
	
	

	T3,0
	T3,1
	
	
	

	T4,0
	
	
	
	



Pada kasus ini interval telah dibagi dua empat kali untuk membangkitkan lima nilai pertama pada tabel yang ditunjukkan dengan T0,k. Rumus untuk Tr,k seperti diberikan di atas digunakan untuk menghitung nilai sisa pada tabel dan pada masing-masing tingkat orde dari kesalahan potongan kerucut. Alternatif yang umum untuk menuliskan tabel diatas dengan baris dan kolom yang dipertukarkan tempatnya.


Pada masing-masing tingkat ukuran interval diberikan dengan



[image: image34.wmf]k

a

b

h

2

/

)

(

-

=

 untuk k = 0, 1, 2, …


         (2.18)
Keakuratan dapat ditingkatkan dari integral metode Simpson dengan sebuah teknik yang dikenal dengan Ekstrapolasi Richardson. Teknik ini dikenal sebagai integrasi Romberg.
Karena integral menetapkan dengan metode Simpson mempunyai kesalahan O(h4), dapat dikombinasikan dua estimasi daripada integral yang mempunyai nilai h pada sebuah rasio 2:1 dengan persamaan sebelumnya, yang diulas lagi :
Estimasi lebih baik = lebih akurat +
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 (lebih akurat – kurang akurat)   (2.19) 

Jika persamaan ini diaplikasikan untuk mendapatkan integral dari sebuah fungsi yang telah diketahui, diawali dengan sebuah nilai yang berubah-ubah (variabel) untuk h pada persamaan (2.9). Estimasi kedua kemudian dibuat dengan sebuah nilai setengah h. Dari kedua estimasi ini diekstrapolasi untuk mendapatkan sebuah peningkatan estimasi menggunakan persamaan (2.13), yang mempunyai sebuah kesalahan O(h4).

Jelas bahwa ini dapat diperpanjang untuk menghasilkan sebuah tabel pengikut estimasi yang lebih baik. Jika diperoleh bahwa nilai bertemu, diperoleh estimasi terbaik yang dapat menghilangkan kesalahan.

Angka komputasi dapat diturunkan sebab saat h dibagi dua, semua titik sebelumnya dimana fungsi telah dipergunakan untuk mendapatkan persamaan (2.9) nampak dalam komputasi baru dan sehingga dapat dihindari pengulangan penaksiran. Gambar 2.3 menggambarkan hal tersebut.

	Rangkaian pertama

Rangkaian kedua

Rangkaian ketiga

Rangkaian berikut
	---x-----------------------------------o----------------------------------x---------

---x----------------o-----------------x----------------o-----------------x---------

---x--------o-------x--------o-------x--------o-------x--------o-------x---------

---x---o---x---o---x---o---x---o---x---o---x---o---x---o---x---o---x---------


Keterangan :

O = Titik baru

X = Titik lama

Gambar 2.3 Titik fungsi persamaan.

2.3.1  Metode Romberg Untuk Sebuah Fungsi Tabulasi 

Metode Romberg dapat diaplikasikan untuk mengintegrasi sebuah fungsi yang telah diketahui sebagai suatu tabel pada fungsi untuk  jarak yang sama, tetapi tidak dapat membuat h lebih kecil. Malah, estimasi integral digunakan dengan h setiap kali,  hanya untuk meningkatkan estimasi yang dibuat seperti aslinya.

Metode Romberg mudah diaplikasikan untuk jangkauan fungsi yang lebar, demikian juga untuk beberapa fungsi Riemann, fungsi pengintegralan. Dengan tidak mewajibkan kehalusan dan kesinambungan. 

2.4   Hal-hal yang Perlu Diketahui

Dalam penyelesaian masalah yang dibahas dalam tugas akhir ini ada beberapa hal yang perlu diketahui:

1. Subinterval, adalah interval yang berfungsi sebagai batas antara titik a dan titik b yang diwakili titik-titik (x0,f0); (x1,f1); (x2,f2), dimana f1 = f(x1) dan seterusnya.

2. Nilai integral : adalah integral yang dicari dengan metode Simpson 

3. Pias : adalah bentuk Trapezoid yang dibentuk oleh dua titk interval a dan b untuk fi=f(x1)dan seterusnya.

2.4.1  Fungsi

Fungsi ialah konsep dalam matematika yang dimaksudkan menggambarkan dengan padat singkat suatu relasi antara dua besaran numeris. Tentu hal ini dilandasi dengan asumsi bahwa relasi tersebut ada dan unik  sampai dibuktikan.

Fungsi sering juga dinyatakan sebagai pemetaan antara nilai dan besaran antara suatu besaran dengan besaran lain. Kisaran nilai besaran yang membentuk Domain dari fungsi sedangkan kisaran nilai pada sasaran besaran yang lain disebut range dari fungsi tersebut, fungsi tersebut disebut ditulis 
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2.4.2  Iterasi

Iterasi yaitu penyelesaian pendekatan dengan perkiraan  secara berurutan sehingga setiap hasil adalah teliti/cermat dari perkiraan sebelumnya dengan melakukan sejumlah prosedur yang dianggap cukup akhirnya didapat hasil yang mendekati penyelesaian sebenarnya dengan batas toleransi yang diijinkan. 

2.4.3  Algoritma

Algoritma yaitu penyelesaian dengan melakukan sejumlah langkah-langkah/prosedur yang dianggap cukup akhirnya didapat hasil yang mendekati penyelesaian sebenarnya dengan batas toleransi yang diijinkan. 

2.4.4 Diagram Alir

Diagram alir adalah suatu skema atau bagan yang menggambarkan urutan langkah kegiatan dari suatu program dari awal sampai akhir. Dimana untuk menggambarkan ini dibuat berdasarkan gambar-gambar yang mempunyai arti tertentu sesuai prosedur yang dianggap cukup yang akhirnya didapat hasil mendekati penyelesaian sebenarnya dengan batas toleransi yang diijinkan. 
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