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BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan bagian dari metode numerik yang mangaplikasikan pada turunan fungsi. Persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi dua macam yang tergantung pada jumlah variabel bebas. Apabila hanya  mengandung satu variabel bebas, persamaan tersebut dikatakan sebagai persamaan diferensial biasa. Dan jika mengandung dua variabel bebas disebut dengan persamaan diferensial parsial. 

Penyelesaian persamaan diferensial adalah suatu fungsi yang memenuhi persamaan diferensial dan juga memenuhi kondisi awal yang diberikan pada persamaan tersebut(Dr. Ir. Bambang Triatmodjo, 1992). Didalam penyelesaian persamaan diferensial secara analitis adalah mencari penyelesaian umum yang mengandung konstanta sembarang, kemudian mengevaluasi konstanta tersebut sedemikian hingga hasilnya sesuai dengan kondisi awal. Metode penyelesaian persamaan diferensial terbatas pada persamaan-persamaan dengan bentuk tertentu, dan biasa hanya untuk menyelesaikan persamaan linear dengan koefisien konstan. Misalkan suatu persamaan diferensial biasa order satu seperti dalam persamaan (2.1) berikut:
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(2.1)

Penyelesaian dari persamaan (2.1) adalah persamaan (2.2) berikut:


y = Cex


(2.2)
Yang memberikan banyak fungsi untuk berbagai koefisien C. Untuk mendapatkan penyelesaian tunggal diperlukan informasi tambahan, misalkan nilai y(x) dan/atau turunannya pada nilai x tertentu. Untuk persamaan order n biasanya diperlukan n kondisi untuk mendapatkan penyelesaian tunggal y(x). Apabila semua n kondisi diberikan pada nilai x yang sama (misal x0), maka permasalahan disebut dengan masalah nilai awal. Apabila dilibatkan lebih dari satu x, permasalahan disebut dengan problem nilai batas. Misalkan persamaan (2.1) disertai dengan kondisi awal seperti dalam persamaan (2.3) berikut: 



x = 0,   y(0) = 1


(2.3)
Substitusi persamaan (2.3) ke dalam persamaan (2.2) memberikan:



1 = Ce0
atau 



C =  1

Dengan demikian penyelesaian tunggal yang memenuhi persamaan :
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Adalah:



y = ex

Metode penyelesaian numerik tidak ada batasan mengenai bentuk persamaan diferensial. Penyelesaian berupa tabel nilai-nilai numerik dari fungsi untuk berbagai variabel bebas. Penyelesaian suatu persamaan diferensial dilakukan pada titik-titik yang ditentukan secara berurutan. Untuk mendapatkan hasil yang lebih teliti maka jarak(interval ) antara titik-titik yang berurutan tersebut dibuat kecil.

Misalkan akan diselesaikan persamaan (2.1) dan (2.3). Penyelesaian dari persamaan tersebut adalah mencari nilai y sebagai fungsi dari x. Persamaan diferensial memberikan kemiringan kurva pada setiap titik sebagai fungsi x dan y. 

2.2 Beberapa Pengertian Dalam Persamaan Diferensial

       Didalam persamaan diferensial dikenal beberapa pengertian yaitu :
a. Orde dari persamaan diferensial ditentukan ole horde tertinggi dari turunan yang terdapat didalamnya. Sedangkan derajat dari persamaan diferensial ditentukan oleh pangkat tertinggi dari orde turunan
b. Persamaan diferensial parsial disajikan dalam persamaan (2.4) berikut:   
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(2.4)

c. Persamaan diferensial tak linier orde n dapat ditulis dalam bentuk persamaan (2.5) berikut: 
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(2.5)
d. Penyelesaian umum adalah penyelesaian yang memuat konstanta parameter yang banyaknya sama dengan orde persamaan diferensial tersebut.

e. Kondisi awal yaitu suatu nilai tertentu yang digunakan unutk mencari penyelesaian partikuler.
f. Penyelesaian partikuler adalah suatu penyelesaian, bila konstanta parameter telah dinyatakan dengan suatu harga tertentu

2.3 Jenis Persamaan Diferensial
       Persamaan diferensial ada beberapa jenis antara lain:             

a. Persamaan diferensial orde satu ditulis dalam bentuk persamaan (2.6) berikut:   
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(2.6)

b. Persamaan diferensial yang ditulis dalam bentuk persamaan (2.7) berikut:     
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(2.7)

c. Persamaan diferensial orde satu derajat tinggi yang ditulis dalam bentuk persamaan (2.8) berikut:
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(2.8)
d. Persamaan diferensial orde tinggi yang ditulis dalam bentuk persamaan (2.9) berikut:  
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(2.9)

2.4 Metode Euler

Metode Euler adalah salah satu metode satu langkah yang paling sederhana, bila dibandingkan dengan beberapa metode lainnya, metode ini penting untuk mempelajari metode lainnya. Metode Euler dapat diturunkan dari deret Taylor dalam persamaan (2.10) berikut :
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(2.10)
Apabila nilai h kecil, maka suku yang mengandung pangkat lebih tinggi atau sama
 dengan 2 adalah sangat kecil dan dapat diabaikan , sehingga didapat persamaan (2.11) berikut:   
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(2.11)
dengan membandingkan persamaan (2.10) dan (2.11) maka dapat disimpulkan bahwa dalam metode Euler, kemiringan 
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 sehingga persamaan (2.11) dapat ditulis dalam persamaan (2.12) berikut:  
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(2.12)
Formula ini akan digunakan di titik yang menghubungkan xn untuk mendapatkan penyelesaian numerik untuk persamaan diferensial y’=f(x,y) yang dapat diuraikan dalam persamaan (2.13) berikut:
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(2.13)
Dengan memilih nilai h, nilai y1 dapat dihitung dengan menggunakan syarat awal (y0) yang diberikan dan persamaan diferensial 
2.4.1 Algoritma Euler
1. Untuk persamaan y’=f(x,y), dengan y(x0)=y0, diantara interval [a,b]
2. Pilih langkah nilai awal 
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3. Bentuk aproksimasi yn terhadap y(xn) dari rekursi :
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4. Tentukan nilai kesalahan dengan menggunakan rumus:
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2.4.2 Diagram Alir Metode Euler
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Gambar 2.1 Diagram Alir Metode Euler
2.4.3 Penyelesaian Contoh Soal Secara Manual Menggunakan Metode Euler
Berikut ini ada beberapa contoh soal yang akan diselesaikan secara manual dengan menggunakan Metode Euler
Contoh 2.1
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Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:
	x
	y

	0
	1.0

	0.2
	1.2

	0.4
	1.48

	0.6
	1.856

	0.8
	2.347

	1
	2.9366


Contoh  2.2

[image: image29.wmf]y

x

dx

dy

+

=

2


 y0 = 0.5, Interval=[0,0.5], n=5

Jawab:
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Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:
	x
	y

	0
	0.5

	0.1
	0.55

	0.2
	0.606

	0.3
	0.6706

	0.4
	0.74666

	0.5
	0.837326


Contoh 2.3
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Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:

	x
	y

	0
	1

	0.2
	1

	0.4
	1.02

	0.6
	1.1016

	0.8
	1.233792

	1
	1.43119872


2.5 Metode Runge-Kutta
Metode Runge-Kutta adalah suatu metode persamaan diferensial langkah satu yang dikembangkan oleh dua orang ahli yaitu Runge Dan Kutta, seperti yang telah dijelaskan diatas, dalam menyelesaikan persamaan diferensial membutuhkan turunan yang lebih tinggi untuk mencapai derajat ketelitian tepat, akan tetapi dalam metode Runge-Kutta ini, dalam mencapai derajat yang lebih tinggi tidak membutuhkan turunan yang sangat kompleks, hal ini didasarkan atas pertimbangan bahwa bila turunan f(x) yang dikembangkan sampai mencapai derajat yang lebih tinggi akan mencapai suatu kerumitan dalam memecahkan permasalahan tersebut, sehingga pemecahan seperti algoritma Taylor tidak bisa diterima sebagai prosedur umum serbaguna. Dalam mencapai suatu derajat ketelitian yang tinggi, metode Runge-Kutta mengevaluasi fungsi f(x,y) pada titik terpilih dalam setiap subselang, sehingga tidak membutuhkan turunan dari fungsi. Bentuk umum metode Runge-Kutta adalah seperti dalam persamaan (2.4) berikut:
Yn+1 = yn +Ф(xn,yn,h) h




(2.4)
Dengan Ф(xn,yn,h) adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan rerata pada interval. Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk persamaan (2.5) berikut:

Ф = a1k1+a2k2+……+aiki




(2.5)
Dengan a adalah konstanta dan k adalah :

  k1  =h f(xn,yn)





(2.6)

   k2 = hf(xn+p1h , yn+q11k1)





   k3 = hf(xn+p2h , yn+q21k1+ q22k2)


    

   
[image: image45.wmf]M



  kn = f(xn+pi-1h , yn+qi-1,1k1h+qi-1,2k2h+

 …+qi-1,i-1ki-1h)






Persamaan tersebut menunjukkan bahwa nilai k mempunyai hubungan berurutan. Nilai k1 muncul dalam persamaan k2, yang keduanya juga muncul dalam persamaan k3 , dan seterusnya. Hubungan yang berurutan ini membuat metode Runge-Kutta adalah efisien untuk hitungan komputer.

Ada beberapa tipe metode Runge-Kutta yang tergantung pada nilai n yang digunakan. Untuk n = 1, yang disebut metode Runge Kutta orde satu, disini untuk menghitung penyelesaian persamaan diferensial dengan menggunakan metode Adams Moulton akan digunakan metode Runge-Kutta orde empat untuk menentukan nilai (y0,f0), (y1,f1), (y2,f2) dan (y3,f3). Rumus metode Runge-Kutta orde empat adalah seperti persamaan (2.7) berikut:
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(2.7)

dimana :
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(2.8)
Metode Runge-Kutta merupakan bagian dari langkah yang bisa digunakan di dalam algoritma metode Adams Moulton.

2.5.1 Algoritma Runge Kutta Orde 4
1. Tentukan 
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2. Hitung nilai: 
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5. Barisan {y1, y2, y3,…yn+1} merupakan barisan penyelesaian numerik dari persamaan yang diberikan
2.5.2 Diagram Alir Metode Runge Kutta
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Gambar 2.2 Diagram Alir Metode Runge Kutta
2.5.3 Penyelesaian Contoh Soal Secara Manual Menggunakan Metode Runge Kutta

Berikut ini ada beberapa contoh soal yang akan diselesaikan secara manual dengan menggunakan Metode Runge Kutta
Contoh  2.4 
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· n = 3, x3 = 0.6, y3 =  1.906344124
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· n = 4, x4 = 0.8, y4 =  2.436599379
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Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:

	x
	y

	0
	1

	0.2
	1.224206667

	0.4
	1.515468689    

	0.6
	1.906344124

	0.8
	2.436599379

	1
	3.154805149


Contoh 2.6

[image: image114.wmf]xy

dx

dy

=

,
y0 = 1, Interval=[0,1], n=2
Jawab:


[image: image115.wmf]5

.

0

2

0

1

=

-

=

-

=

h

n

a

b

h


xn = a + ih       
x0 = a = 0

x1 = 0 + 1(0.5) = 0.5

x2 = 0 + 2(0.5) = 1

· n = 0, x0 = 0, y0 = 1

[image: image116.wmf](

)

(

)

0

0

*

0

5

.

0

,

0

0

1

=

=

=

y

x

hf

k



[image: image117.wmf](

)

(

)

125

.

0

1

*

25

.

0

5

.

0

,

2

1

2

1

0

2

1

0

2

=

=

+

+

=

k

k

y

h

x

hf

k



[image: image118.wmf](

)

(

)

1328125

.

0

0625

.

0

*

25

.

0

5

.

0

,

3

2

2

1

0

2

1

0

3

=

=

+

+

=

k

k

y

h

x

hf

k



[image: image119.wmf](

)

(

)

283203125

.

0

1328125

.

1

*

5

.

0

5

.

0

,

4

3

0

0

4

=

=

+

+

=

k

k

y

h

x

hf

k



[image: image120.wmf](

)

(

)

133138021

.

1

283203125

.

0

1328125

.

0

*

2

125

.

0

*

2

0

6

1

1

2

2

6

1

1

1

4

3

2

1

0

1

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

=

y

y

k

k

k

k

y

y


· n = 1, x1 = 0.5, y1 = 1.133138021
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Sehingga didapat tabel penyelesaian berikut:

	x
	y

	0
	1

	0.5
	1.33138021

	1
	1.648527702


2.6 Metode Adams Bashforth
Metode Adams Bashforth penggunaannya tidak dapat berdiri sendiri. Agar metode ini dapat digunakan diperlukan data awal sebanyak m buah. Untuk mencari ke m data tersebut(yang merupakan pasangan nilai (xi,yi) untuk i=1,2,…,m dengan yi merupakan nilai pendekatan y(xi) yang merupakan penyelesaian  yang dicari) harus mempergunakan metode lain. Misalnya dalam karya tulis ini akan dipergunakan metode Runge-Kutta. Disamping metode Runge-Kutta bisa juga digunakan metode lainnya untuk mencari penyelesaian masalah nilai persamaan nilai biasa orde satu 


[image: image126.wmf]dx

dy

=f(x,y)

y(a)=y0
pada interval [a,b]
Terutama pada penggunaan algoritma Taylor dan metode Runge-Kutta hanya diperlukan data pada suatu titik x = xn dan dengan data ini dipergunakan untuk menentukan nilai pendekatan y pada titik x = xn+1
Pada penggunaan metode Adams Bashforth diperlukan data untuk beberapa titik, yaitu misalkan diketahui nilai-nilai y dan y’pada titik-titik x0,x1,x2,…,xn. Dasar pemikiran pada metode Adams Bashforth ini adalah prinsip pada integrasi numerik.

Bila kedua ruas persamaan differensial y’=f(x,y) diintegralkan dari xn sampai xn+1 maka akan diperoleh:
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Atau dapat juga ditulis seperti dalam persamaan (2.9) berikut:

yn+1 = yn+
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+

1

))

(

,

(

n

n

x

x

dx

x

y

x

f





(2.9)

untuk mencari integral diruas kanan dapat dipergunakan rumus mundur dari Newton dengan memanfaatkan nilai-nilai pendekatan f(x,y(x)) pada (m+1) buah titik xn, xn+1,...,xn-m, yaitu (m+1) buah diantara data yang diberikan, maka notasinya menjadi sebagai berikut:



f(xk , y(xk)) = fk
rumus mundur dari Newton orde m digunakan untuk:



pm(x) = 
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jika dimasukkan ke dalam persamaan (2.9) maka akan diperoleh rumus seperti dalam persamaan (2.10) berikut:
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(2.10)

untuk m = 3  digunakan tabel deferensi maka rumus (2.10) akan menjadi seperti dalam persamaan (2.11)  berikut:
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(2.11)

dengan menggunakan definisi operator deferensi maju maka:
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jika disubstitusikan ke dalam (2.9) maka akan diperoleh rumus persamaan (2.12) berikut: 
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             (2.12)

2.6.1 Algoritma Metode Bashforth

1. Tentukan 
[image: image135.wmf])
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, Interval=(a,b), y0, n, x0=a

2. Hitung 
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3. Untuk i = 1 sampai dengan n+1 hitung xi+1 = a+ih    
4. Gunakan formula metode Runge Kutta atau metode Euler untuk menentukan y0, y1, y2, y3 dan f0, f1, f2, f3
5. Hitung nilai 
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 untuk n=3,4,… dengan menggunakan rumus: 
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6. Hitung nilai : 
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2.6.2 Diagram Alir Metode Adams Bashforth
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Gambar 2.3 Diagram Alir Metode Adams Bashforth

2.6.3 Penyelesaian Contoh Soal Secara Manual Menggunakan Metode Adams BashForth
Berikut ini ada beberapa contoh soal yang akan diselesaikan secara manual dengan menggunakan Metode Adams Bashforth
Contoh 2.7
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Dihitung dengan menggunakan metode Runge-Kutta maka didapatkan nilai y0, y1, y2, dan y3 sebagai berikut:                    
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Dengan h = 0.2

Dimana:
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n = 3
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n = 4
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Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:

	x
	y

	0
	0

	0.2
	0.0214

	0.4
	0.0918180

	0.6
	0.2221065

	0.8
	0.4253598

	1
	0.7178196


Contoh 2.8
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Dihitung dengan menggunakan metode Runge-Kutta maka didapatkan nilai y0, y1, y2, dan y3 sebagai berikut:                    
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Dengan h = 0.2

Dimana:
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Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:

	x
	y

	0
	1.0000000

	0.2
	1.2242067

	0.4
	1.5154687

	0.6
	1.9063441

	0.8
	2.4361101

	1
	3.1534954
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Dihitung dengan menggunakan metode Runge-Kutta maka didapatkan nilai y0, y1, y2, dan y3 sebagai berikut:                                          
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Dengan h = 0.2

Dimana:


[image: image171.wmf](

)

0

1

*

0

,

0

0

0

0

=

=

=

f

y

x

f

f



[image: image172.wmf](

)

2040403

.

0

0202013

.

1

*

2

.

0

,

1

1

1

1

1

=

=

=

f

f

y

x

f

f



[image: image173.wmf](

)

0.4333148

0832870

.

1

*

4

.

0

,

2

2

2

2

2

=

=

=

f

f

y

x

f

f



[image: image174.wmf](

)

0.7183302

1972170

.

1

*

6

.

0

,

3

3

3

3

3

=

=

=

f

f

y

x

f

f


n = 3


[image: image175.wmf](

)

(

)

1.3763177

4920789

.

21

24

2

.

0

1972170

.

1

0

*

9

2040403

.

0

*

37

4333148

.

0

*

59

7183302

.

0

*

55

24

2

.

0

1972170

.

1

)

9

37

59

55

(

24

4

4

4

0

1

2

3

3

4

=

+

=

-

+

-

+

=

-

+

-

+

=

y

y

y

f

f

f

f

h

y

y



[image: image176.wmf](

)

1.1010542

3763177

.

1

*

8

.

0

,

4

4

4

4

4

=

=

=

f

f

y

x

f

f


n = 4


[image: image177.wmf](

)

(

)

1.6460909

32.3727841

24

2

.

0

3763177

.

1

2040403

.

0

*

9

4333148

.

0

*

37

7183302

.

0

*

59

1010542

.

1

*

55

24

2

.

0

3763177

.

1

)

9

37

59

55

(

24

5

5

5

1

2

3

4

4

5

=

+

=

-

+

-

+

=

-

+

-

+

=

y

y

y

f

f

f

f

h

y

y


Sehingga didapat tabel penyelesaian sebagai berikut:

	x
	y

	0
	1

	0.2
	1.0202013

	0.4
	1.0832870

	0.6
	1.1972170

	0.8
	1.3763177

	1
	1.6460909


� EMBED Visio.Drawing.3  ���





� EMBED Visio.Drawing.3  ���





� EMBED Visio.Drawing.3  ���








7

PAGE  

[image: image180.wmf]Mulai

Tentukan y' = f(x,y)

Input

y(0), I=[a,b], n

for i=a:b

x(i+1)=x(i)+

h



y(i+1)=y(i)+hf(x(i),y(i))

h=(b-a)/n

i=0

cetak

 i, x(i), y(i

)



Selesai



[image: image181.wmf]Mulai

input

f(x,y), y0, n, I=[a,b]

for n=a:b

x(0)=a

x(n+1)=x(n)+h

for n=0:3

metode Euler/Rk

y0,y1,y2,y3 dan f0,f1,f2,f3

y(n+1)=y(n)+h(55*f(n)-59*f(n-1)+37*f(n-2)-9*f(n-3))/24

for 3:n

f(n)=f(x(n),y(n))

cetak

n, x(n), y(n)

Selesai







[image: image182.wmf]Mulai

Tentukan y' = f(x,y)

Input

y(0), I=[a,b], n

for i=a:b

x(i+1)=x(i)+

h



y(i+1)=y(i)+hf(x(i),y(i))

h=(b-a)/n

i=0

cetak

 i, x(i), y(i

)



Selesai



_1148126925.unknown

_1148129036.unknown

_1149528821.unknown

_1149845903.unknown

_1149846124.unknown

_1149846367.unknown

_1149846470.unknown

_1150967046.unknown

_1152186098.unknown

_1149846478.unknown

_1149846375.unknown

_1149846333.unknown

_1149846359.unknown

_1149846324.unknown

_1149845921.unknown

_1149845945.unknown

_1149845974.unknown

_1149845912.unknown

_1149529811.unknown

_1149530920.unknown

_1149531280.unknown

_1149531965.unknown

_1149845797.unknown

_1149845809.unknown

_1149845783.unknown

_1149532175.unknown

_1149531594.unknown

_1149531635.unknown

_1149531555.unknown

_1149531240.unknown

_1149531255.unknown

_1149530934.unknown

_1149529858.unknown

_1149529869.unknown

_1149529824.unknown

_1149529003.unknown

_1149529781.unknown

_1149529797.unknown

_1149529751.unknown

_1149528880.unknown

_1149528964.unknown

_1149528852.unknown

_1148130480.unknown

_1149528599.unknown

_1149528778.unknown

_1149528797.unknown

_1149528633.unknown

_1148145527.unknown

_1148147714.unknown

_1149528574.unknown

_1148147800.unknown

_1148145570.unknown

_1148130826.unknown

_1148142238.unknown

_1148129986.unknown

_1148130243.unknown

_1148130251.unknown

_1148130021.unknown

_1148129659.unknown

_1148129881.unknown

_1148129776.unknown

_1148129591.unknown

_1148128256.unknown

_1148128564.unknown

_1148128942.unknown

_1148128957.unknown

_1148128684.unknown

_1148128417.unknown

_1148128491.unknown

_1148128334.unknown

_1148127514.unknown

_1148127710.unknown

_1148128123.unknown

_1148127599.unknown

_1148127255.unknown

_1148127322.unknown

_1148127029.unknown

_1142948398.unknown

_1144393977.unknown

_1148065036.unknown

_1148067583.unknown

_1148126581.unknown

_1148126696.unknown

_1148069137.unknown

_1148126369.unknown

_1148067971.unknown

_1148067504.unknown

_1148067538.unknown

_1148065081.unknown

_1148060890.unknown

_1148063121.unknown

_1148065023.unknown

_1148061888.unknown

_1148060723.unknown

_1148060805.unknown

_1144590975.unknown

_1144591688.unknown

_1144591228.vsd

_1144394282.unknown

_1144590798.vsd

_1143009169.unknown

_1143045636.unknown

_1143046611.unknown

_1143046791.unknown

_1143048465.unknown

_1143130973.unknown

_1143132923.unknown

_1143049947.vsd

_1143048347.unknown

_1143048361.unknown

_1143046618.unknown

_1143045898.unknown

_1143046202.unknown

_1143045811.unknown

_1143045161.unknown

_1143045506.unknown

_1143045564.unknown

_1143045238.unknown

_1143009335.unknown

_1143009544.unknown

_1143009356.unknown

_1143009490.unknown

_1143009216.unknown

_1142967416.unknown

_1142967930.unknown

_1143008674.unknown

_1143008938.unknown

_1143008307.unknown

_1143008439.unknown

_1143007693.unknown

_1142967546.unknown

_1142967815.unknown

_1142967094.unknown

_1142967295.unknown

_1142948549.unknown

_1142941914.unknown

_1142945083.unknown

_1142948141.unknown

_1142948272.unknown

_1142948097.unknown

_1142942221.unknown

_1142944119.unknown

_1142944518.unknown

_1142942084.unknown

_1142941474.unknown

_1142941769.unknown

_1142941786.unknown

_1142941675.unknown

_1140930115.unknown

_1142883284.unknown

_1142883307.unknown

_1142883389.unknown

_1142940633.unknown

_1142883326.unknown

_1142882597.unknown

_1142882923.unknown

_1140980511.unknown

_1142882536.unknown

_1142856521.unknown

_1140930489.unknown

_1140931079.unknown

_1140928175.unknown

_1140929262.unknown

_1140929673.unknown

_1140928231.unknown

_1140880449.unknown

_1140927911.unknown

_1140880365.unknown

